Wie kommt der Zufall in die Mathematik?

Riidiger Inhetveen, Erlangen

Um von einem Zufallsexperiment sprechen zu
koénnen, muf? folgendes vorliegen: eine
experimentelle Anordnung, die in allen relevanten
Einzelheiten beschreibbar ist, mit deren Hilfe man
ferner Versuche eines bestimmten Typs vornehmen
kann, die beliebig oft wiederholbar sind und die zu
prézise beschreibbaren Resultaten fithren. Der
Gedanke des Zufalls kommt insofern ins Spiel, als
sich die Resultate bei sukzessiven Wiederholungen
desselben Versuchstyps in unvorhersehbarer Weise
andern.

WOLFGANG STEGMULLER

Zusammenfassung

Zu einer Begriindung der Wahrscheilichkeitstheorie gehort eine korrekte Einfithrung des Zufallsbe-
griffs. Ein kleiner Gang durch die Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie soll zeigen, dafl die heuristi-
schen Leitvorstellungen der Rede vom Zufall zwar weitgehend konstant geblieben sind (Meyers Konversa-
tions-Lexikon von 1878: ,Zufall (lat. Casus), im gewohnlichen Leben alles, was uns nicht nothwendig
oder beabsichtigt erscheint, oder fiir dessen Eintreten wir einen Grund nicht nachweisen kéonnen, oder
was ebenso gut in anderer Weise und zu anderer Zeit hitte geschehen konnen®), die Frage nach ihrer Rea-
lisierung durch Zufallsgeneratoren aber stets durch den Verweis auf Gliicksspiele als erledigt betrachtet
wurde. Das gilt auch fiir die Gegenwart fast uneingeschrankt und lduft darauf hinaus, daf} die Mathe-
matik fiir jhre Teildisziplin Wahrscheinlichkeitstheorie letztlich Anleihen bei der Physik machen mufi.
Einen von diesem Mangel freien Zugang zum Zufall bietet ein geeigneter Riickgriff auf neuere Ergebnisse
der sogenannten Chaostheorie. Eine kleine Skizze der entsprechenden Ideen beschlief3t den Vortrag.

1 Einleitung

Wenn man ein modernes Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitstheorie zur Hand nimmt und im Stichwortver-
zeichnis nach dem Wort ,,Zufall“ sucht, dann wird man meist nicht auf die allerersten Seiten verwiesen. Es
ist heute Standard, zunichst einige andere Begriffe — es seien nur Sigma-Ring, Wahrscheinlichkeitsraum
und Wahrscheinlichkeitsverteilung als Beispiele genannt — zu definieren, ehe die Rede eher beildufig auf
»zufdllige Variable“ kommt, so wie in dem folgenden Zitat aus einem Standardlehrbuch [Kri63, S. 30]:



Eine zufillige Variable x ist hiernach, in anschaulicherer Sprache, eine Grofle, die bei jeder zu-
falligen Beobachtung einen davon abhéngenden reellen Wert annimmt, [...] kurz gesagt, eine
Grofle, die vom Zufall abhingt.

Das ist natiirlich keine Definition des Zufalls. Hier wird vielmehr davon ausgegangen, daf$ man schon
ein gewisses Verstdndnis dafiir mitbringt, wann ein Ereignis zufillig zu nennen ist und wann nicht.

Nun haben wir im normalen Alltagsleben mit der Rede vom Zufall in der Regel keinerlei Probleme.
»Zuféllig“ wird einfach das Unerwartete und daher Unvorhersehbare genannt. Gegen diese stillschweigend
befolgte Gebrauchsregel zu verstofien, erzeugt allenfalls Verwunderung, die freilich bis zur Komik gesteigert
werden kann. KARL VALENTIN hat dafiir ein schones Beispiel hinterlassen, [Sch78, S. 318].

Schwieriger ist es schon, dieses stillschweigende Vorverstindnis in Bedingungen zu iibersetzten, die
vorliegen miissen, damit wir zu Recht von Zufall sprechen. Ob wir einen objektiven oder einen subjektiven
Zufallsbegriff haben, wird mit derlei Bedingungen schon mitentschieden, und wenn sich Philosophen an
einer solchen Explikation beteiligen, dann gibt es meistens ... Streit! Physiker haben sich an diesem Streit
nicht recht beteiligen wollen, und Mathematiker meinten héufig, daf$ sie in der Physik — seit den Zeiten von
Crausius und MAXWELL, also grob seit etwa 1860 — eine Hauptanwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie
zu sehen hatten, und deshalb ebenso objektivistisch sein sollten wie die Physiker. M. VON SMOLUCHOWSKI
hat deren Position in einem Aufsatz aus dem Jahre 1918 ganz lapidar formuliert ([vS88], S.82):

Die physikalische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann nur von den Bedingungen abhin-
gen, welche sein Zustandekommen beeinflussen, aber nicht von dem Grade unseres Wissens!

Ein Beispiel fiir in diesem Sinne nicht durch subjektives Wissen beeinfluf3bare Ereignisse bieten Gliicks-
spiele, die ja auch historisch ein Anlaf3 fiir die Beschéftigung mit Problemen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung waren.

2 Gliicksspiele und Zufall

Gliicksspiele reichen weit in die Frithgeschichte der Menschheit zuriick.! Thren Namen haben sie daher, daf}
die Spieler Gliick haben kénnen, aber nicht miissen. Ob sie Gliick haben, hingt eben vom Zufall ab. Die
alten Griechen hatten iibrigens fiir Zufall, Gliick und Ungliick ein gemeinsames Wort, ndmlich toyn, das
konsequenterweise auch noch Schicksal bedeutet. Dafl Gliicksspiele zuweilen in einem sehr ernsten Sinn
Schicksalsspiele sein kdnnen, soll hier nicht weiter interessieren. Daf} Gliicksspiele aber jedenfalls Zufalls-
spiele sind, wollen wir ausdriicklich festhalten. Etwas lapider konnte man sagen: Der Zufall hat seinen ,,Sitz
im Leben® in der Gestalt des Gliicksspiels. So gesehen ist jedes Gliicksspiel ein Verfahren, um Zufall zu er-
zeugen, oder etwas genauer: um zufallige Ereignisse zu erzeugen. Solche Verfahren nennt man in der Wis-
senschaftstheorie — und nicht nur dort - Zufallsgeneratoren, und an diesen Sprachgebrauch werde ich mich
im folgenden auch halten.

So klar und selbstverstandlich es immer war, dafy Gliicksspiele Zufallsgeneratoren sind, so prasent war
auch immer die Kenntnis, daf$ der so bemiihte Zufall manipuliert werden kann. In einen Text des PsEubo-
OvID aus der Mitte des 13. Jhs. heif3t es dazu ganz drastisch:

! Auch im Neuen Testament ist davon die Rede, z.B. Matth. 27,35.
? De Vetula, auszugsweise nachgedruckt in [Sch88, S.5 - 8]



Es gibt da also nicht allein den Zufall; ich sage dir aber in wenigen Worten, daf8 darin der Zufall
stecken muf3, wenn das Gliick dir oder deinen Kameraden den besseren Wurf zugesteht.

Du antwortest, daf8 es in dem Spiel eine Art Begabung des Wiirelns gibt, die den Zufall aus-
schliefit, ich aber sage dir darauf: wenn du recht wiirfelst, wird er einen gewissen Einflufd haben,
wenn du aber anders als recht wiirfelst, dann begehst du darum einen Betrug, weshalb seitens
deines Mitspielers, wenn er es gemerkt hat, Beschimpfungen folgen; man flucht drauflos, die
Schmihungen mehren sich, nach den Beschimpfungen priigelt man sich mit Fausten, rauft ein-
ander die Haare, und dann folgt des kleinen Messers verwegener Stich. Es steckt allein der Zufall
drin - dem nur der Dumme folgt!

Wenn du das Gliick nennst, wird das blinde Gliick sich nicht gegen alle ohne Unterschied gleich
verhalten; denn wenn du vom Gliick begiinstigt bist, wird es ein anderer noch mehr als du sein.
Weder kannst du vor allen der Gliicklichste sein, noch kennst du die Geschicke der Menschen;
es folgt also, dafl es auf den Zufall hinauslauft —-— dem nur der Dumme folgt.

Lassen Sie uns den hier deutlich erhobenen padagogischen Zeigefinger einmal ignorieren und die Bot-
schaft etwas trockener reformulieren: Ein Spiel, also auch ein Gliicksspiel, mufl fair gespielt werden. Das
erscheint in unserem Zitat gewiflermafien als eine ,, Anstandsregel der Dummen®, aber auch der Versuch,
die Mathematik zu einer Behandlung von Gliicksspielproblemen heranzuziehen, kommt ohne diese Voraus-
setzung nicht aus. In der technischen Sprache der modernen Wissenschaftstheorie liest sich diese Voraus-
setzung so: Ein Zufallsgenerator mufl korrekt bedient werden. In der Sprache der sog. Gliicksspielrechnung,
die im 13. Jh. entsteht und im 17.Jh. ihren Hohepunkt hat, ist das gleiche gemeint, wenn vom Prinzip des
fairen Spiels oder der fairen Wette die Rede ist®.

Was sind das nun fiir Probleme, derer sich die Gliicksspielrechnung annimmt? Ich zitiere - stellvertre-
tend fiir die meisten anderen Texte — aus einer Abhandlung des Luca PacioL1 aus dem Jahre 1494:

Eine Gesellschaft spielt Ball auf 60 <Punkte>, <wobei> 10 Punkte fiir das Einzelspiel <vergeben
werden>.

Sie setzen <insgesamt> 10 Dukaten ein. Aufgrund gewisser Umstidnde konnen sie nicht zu Ende
spielen; dabei hat eine Partei 50 und die andere 20 <Punkte>. Man fragt, welcher Anteil des
Einsatzes jeder Partei zusteht.

Schon bei CArRDANO findet sich fiir die Losung dieses Problemtyps ein —— wie er es selbst nennt —
allgemeines Prinzip: ,,... dafl wir die Gesamtzahl aller moglichen Wiirfe in Betracht ziehen und auf wie viele
Weisen und in welcher Anzahl jene <giinstigen> Wiirfe eintreten kdnnen; dann vergleicht man diese Anzahl
mit dem Rest der Gesamtheit aller méglichen Wiirfe und wird, damit sie unter gleicher Bedingung wetten,
die Einsatze entsprechend diesem Verhiltnis wechselweise tatigen.“

Wer von Thnen sich auch nur fliichtig mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff befaft hat, wird in dieser For-
mulierung unschwer die klassische ,,Definition“ der Wahrscheinlichkeit erkennen: Die Wahrscheinlichkeit
fur ein Ereignis ist die Anzahl der giinstigen Mdoglichkeiten, geteilt durch die Anzahl aller Moglichkeiten.*
Und Cardanos Prinzip lautet dann, daf der Einsatz im Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten zu teilen ist.

In einem beriihmt gewordenen Briefwechsel aus dem Jahre 1654 zwischen P1ERE DE FERMAT und BLAI-
SE PascaL iiber Probleme der Gliicksspielrechnung wird dieses Prinzip an vielen Einzelfillen besprochen

* Der Sache nach findet sich das Prinzip des fairen Spiels explizit schon in GERoNIMO CARDANOS Traktat ,,De ludo aleae“ aus
der Mitte des 16. Jhs., der allerdings erst 1663 gedruckt erschien [Sch88, S.2F.].

* Definition“ ist hier in Anfithrungszeichen gesetzt, weil es sich genau genommen nicht um eine Definition handelt. Hier wird
namlich nicht gesagt, was eine Wahrscheinlichkeit ist, sondern nur, wie man sie in einfachen Féllen berechnet. Vgl. [Rén72, S. 82].



und auf einige kompliziertere Fille, wie den von mehr als zwei Mitspielern, erweitert. Der Problemkreis der
Gliicksspielrechnung ist damit erfolgreich und erschopfend behandelt: Man kannte Zufallsgeneratoren in
Gestalt des Gliicksspiels, man kannte das Prinzip des fairen Spiels und man wuf3te, wie ein vorher gemachter
Einsatz bei vorzeitigem Spielabbruch gerecht zu teilen war. Der Zufallsbegrift selbst war aber weiter unge-
klart, er war — genau betrachtet — nicht einmal zu einem Problem geworden.

3 Die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ein historisch von der Gliicksspielrechnung unabhéngiger Zugang zur Wahrscheinlichkeitsrechnung liegt in
der praktisch-ethischen Frage, wie wir verniinftig mit kiinftigen Ereignissen umgehen sollen, deren Eintreten
wir zwar fiir ,unwahrscheinlich® halten, die wir aber mit hohen Nutzenerwartungen verbinden. Diese Frage
tritt in ganz unterschiedlichen Gewand auf. Bei PascaL hat sie im Hin- blick auf die ewige Gliickseligkeit,
die uns im Paradies erwartet, die Gestalt einer Empfehlung: Wenn es um ein unendlich hoch zu bewertendes
Gut geht, fiir das die Wahrscheinlichkeit, es zu erlangen, zwar sehr klein, aber nicht null ist, dann sollen wir
es in jedem Falle anstreben®.

Bei Leibniz wiederum stehen fiir dhnliche Uberlegungen die Bereiche Jurisprudenz oder auch Medizin
im Vordergrund, wo es darum geht, anhand von Indizien bzw. Symptomen auf die Wahrscheinlichkeit der
Téterschaft bzw. einer Diagnose zu schliefien. Ihm schwebte vor, die hierfiir erforderlichen Analysen des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs in einer eigenen ,,doctrina de gradibus probabilitatis“ zusammenzufassen. Sein
Wunsch ist — nebenbei bemerkt — in der Form in Erfiillung gegangen, daf3 die moderne Entscheidungs-
theorie sich auf probabilistischer Grundlage mit solchen ,,Entscheidungen unter Risiko“ befafit.

Diese und andere Diskissionsbeitrdge zum Wahrscheinlichkeitsbegriff — die auch vor dem Hinter-
grund des Probabilismusstreits in der katholischen Moraltheologie zu sehen sind — waren der zweite wich-
tige Argumentationsstrang, der neben der Gliicksspielrechnung zur ersten Fassung einer Wahrscheinlich-
keitsrechnung durch Jakos BERNOULLI fiihrte: die 1713 in Basel erschienene ,,Ars conjectandi®. Ausdriicklich
geht BERNOULLI gleich im ersten Kapitel dieses Werkes, bei der Vorstellung seines Begriffs von Sicherheit,
auf den theologischen Kontext ein:

Alles, was unter der Sonne be- und entsteht, Vergangenes, Gegenwirtiges und Zukiinftiges, be-
ansprucht an sich und objektivimmer den hochsten Grad der Sicherheit. Fiir gegenwirtige und
vergangene Ereignisse steht dies fest, da sie ja gerade durch den Umstand, daf$ sie sind oder
gewesen sind, nicht nicht sein oder gewesen sein konnen. Auch fiir zukiinftige Ereignisse steht
zweifelsfrei fest, dafl sie in gleicher Weise, wenn auch nicht mit der unausweichlichen Notwen-
digkeit des Fatums, so doch wegen der géttlichen Voraussicht und Vorherbestimmung eintreten
werden miissen. Wenn nidmlich die wie auch immer gearteten zukiinftigen Ereignisse nicht si-
cher eintreten werden, so bleibt unklar, wie dem hochsten Schopfer der uneingeschrankte Ruhm
der Allwissenheit und Allmacht zugebilligt werden kann®.

Es folgen eine Reihe von Begriffsbestimmungen, wir sie dem Stil — wenn auch nicht der Art — nach
auch in modernen Lehrbiichern anzutreffen sind (Wahrscheinlichkeit, wahrscheinlicher als, moralisch si-
cher, zufillig), von denen die letzte hier ebenfalls zitiert sei, weil sie ja direkt unser Thema beriihrt:

Zufillig sowohl im Sinn von frei, d.h. von der Willensentscheidung eines rationalen Geschopfes

® Vgl. die Einfithrung zu Kapitel 2 von [Sch88].
¢ zitiert nach [Ber88, S. 62ff]



abhidngig, als auch im Sinn des aufs Geratewohl, d.h. des von Nebenumstidnden Bestimmten, ist
das, was nicht sein, nicht werden oder nicht gewesen sein konnte, wohlgemerkt aufgrund einer
fernliegenden, nicht der ndachstliegenden Verwirklichungsmoglichkeit; das Zufallige schlief3t
ndmlich nicht immer jede Notwendigkeit hinsichtlich der sekundéren Ursachen aus, was ich an
Beispielen erkldaren werde. Ein Wiirfel kann mit absoluter Sicherheit zu dem Zeitpunkt, zu dem
er die Hand des Werfenden verldfit, bei gegebener Lage, Geschwindigkeit und Abstand vom
Spielbrett nicht anders fallen, als er tatsachlich fallt.

Vermutlich sind Sie von dieser Definition nun nicht gerade begeistert, und ich muf3 gestehen, daf} ich es
auch nicht bin. Es fillt nur auf, dafl die Realisierung von Zufillen ganz selbstverstandlich wieder mit einem
Gliicksspielgerit vorgenommen wird. Der Kern des mit der Definition Gemeinten scheint sich aber weitge-
hend mit dem zu decken, was man heute kontingent nennt, namlich ein Ereignis, dessen Eintreten weder
notwendig noch unmoglich ist. Auf die Frage, ob man gut daran tut, Kontingenz und Zufall gleichzusetzen
— und in der Alltagssprache tun wir das staindig und umstandslos —, werde ich spéter noch zuriickkommen.

Ich mochte aber noch ein wenig bei der BERNOULLIschen ars conjectandi verweilen, weil ihr ein ganz
anderes Verdienst zukommt, als eine brauchbare Definition des Zufalls. BERNOULLI hat in dieser Schrift zum
ersten mal das bewiesen, was man heute das ,Gesetz der grofien Zahlen“ nennt. Und die Worte, mit denen er
es ankiindigt, lassen keinen Zweifel zu, daf$ er sich iiber die Bedeutung dieses Satzes vollkommen im Klaren
war. Er sagt:

. was sich der Bestimmung a priori entzieht, 1af3t sich schliellich a posteriori, d.h. aus der
oftmaligen Beobachtung des Ereignisses unter dhnlichen Umstidnden, ermitteln, weil man an-
nehmen muf3, daf jedes <Ereignis> kiinftig in so vielen Fillen eintreten oder nicht eintreten
kann, wie vorher bei einem dhnlichen Stand der Dinge festgestellt wurde, dafi es eingetreten
oder nicht eingetreten war.

Man sagt dafiir heute kurz und biindig: Die relativen Hiufigkeiten eines Ereignisses konvergieren mit
Wahrscheinlichkeit eins gegen die a priori Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses. Dieser Satz, nach dem sich,
wie Bernoulli sagt, ,, jedermann im téglichen Leben bestdndig richtet®, stellt also eine Briicke her zwischen
einer mef3baren Haufigkeit und einer unbekannten Wahrscheinlichkeit.

4 Axiomatisierung versus Begriindung

Der eben erwidhnte Briickenschlag fand nach und nach in der Physik seine produktive Nutzung, in deren
Mittelpunkt die statistische Mechanik in Gestalt der kinetischen Gastheorie bis zum Ende des vorigen Jahr-
hunderts stehen sollte. Diese Entwicklung ist verbunden mit den Namen RubpoLrpH CLAUSIUS, JAMES CLERK
MAXWELL, LUDWIG BOLTZMANN, MAX PLANCK und vielen anderen. Der systematische Gedanke, der hinter
diesen erfolgreichen Bemithungen steckte, 1af3t sich vereinfacht so ausdriicken: Wenn wir uns ein Gas als
eine grofle Menge frei umherschwirrender und dabei hdufig zusammenprallender Atome vorstellen, dann
konnen wir in diesem Bild die Wahrscheinlichkeitsrechnung anwenden, wenn wir so tun, als ob jeder Zu-
sammenstofs von zwei (oder mehr) Gasteilchen ein Zufallsmechanismus ist. Ich habe mich hierbei bewuf3t
vorsichtig ausgedriickt, indem ich formulierte, daf wir ,,s0 tun, als ob.“ Die Physik des 19. Jhs. war grofiten-
teils viel realistischer. Fiir sie waren diese Stof3e zufillig. Was aber der Zufall war, das war noch immer nicht
geklart.

Doch um die Jahrhundertwende bot sich auf einmal eine vollig neue Strategie, dieses Problem anzu-
gehen. Um sie zu wiirdigen, muf man zuerst einmal zur Kenntnis nehmen, daf} das letzte Drittel des 19.



Jhs. in der Mathematik zu stdndig scharferen Anforderungen an die Strenge mathematischer Beweise ge-
langt war und in dieser Absicht mit der Axiomatisierung mathematischer Teiltheorien begonnen worden
war. Den Anfang dieser Bewegung hatten RicHARD DEDEKIND und GIUSEPPE PEANO mit einer Axiomati-
sierung der Arithmetik gemacht. GoTTLOB FREGE legte ein Axiomensystem der Logik vor, in der Meinung,
dafd die Arithmetik sich ganz auf die Logik griinden lasse. (Vorangegangen waren Versuche zur Axiomatisie-
rung der Logik durch GEORGE BooLE). Und schliefdlich arbeitete Davip HILBERT in seinen 1899 erschienen
»Grundlagen der Geometrie“ nicht nur eine Axiomatik der Geometrie aus, sondern lieferte dazu noch eine
»Philosophie der impliziten Definition®, die ihn bald in eine heftige Polemik mit FREGE fiihren sollte.

Hilberts Position lautete also kurz und biindig: man gebe ein ordentliches Axiomensystem fiir die Wahr-
scheinlichkeitstheorie an, dann ist der Zufallsbegriff implizit mitdefiniert. In seinem bis auf den heutigen Tag
beriihmten Pariser Vortrag von 1900 iiber ,,Mathematische Probleme® formuliert er dieses Vorhaben unter
der Uberschrift ,,Mathematische Behandlung der Axiome der Physik“ als Problem Nummer 6 wie folgt:

Durch die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie wird uns die Aufgabe nahe-
gelegt, nach diesem Vorbilde diejenigen physikalischen Disziplinen axiomatisch zu behandeln, in
denen schon heute die Mathematik eine hervorragende Rolle spielt; dies sind in erster Linie die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und die Mechanik.

Was die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung angeht, so scheint es mir wiinschenswert,
dafl mit der logischen Untersuchung derselben zugleich eine strenge und befriedigende Ent-
wicklung der Methode der mittleren Werte in der mathematischen Physik, speziell in der kine-
tischen Gastheorie Hand in Hand gehe.”

Offenbar dem damaligen Zeitgeist in der Mathematik entsprechend, wurde diese Aufgabe zunichst in
Form von Dissertationen angepackt (RUDOLF LAEMMEL, Ziirich 1904, Uco BroGai, Gottingen 1907). Doch
die gestellte Aufgabe erwies sich als nicht ganz einfach, was unter anderem damit zusammenhing, daf3 sie sich
nicht auf anerkannte Standardlehrbiicher stiitzen konnte, wie es bei der Axiomatisierung der Arithmetik und
der Geometrie der Fall gewesen war. Erstim Jahre 1933 gelang es dem Russen ANDRE] KOLMOGOROFF, ein im
wesentlichen heute noch verbindliches Axiomensystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung anzugeben. Erst
seit dieser Zeit spricht man dann auch von einer Theorie und nicht mehr von Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Was aber der Zufall ist, war dadurch noch immer nicht geklart.

Ein erster vielversprechender Versuch, das Zufallsproblem im Rahmen einer Axiomatisierung anders
als durch eine implizite ,,Definition anzugehen, findet sich in einer Arbeit, die RICHARD vON Misgs 1919
unter dem Titel ,Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung“ im Band 5 der Mathematischen Zeitschrift
veroffentlichte. Er beginnt mit einer verhalten formulierten Kritik an den Arbeiten seiner Vorginger®:

Die bisher unternommenen Versuche einer mathematischen Begriindung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung [...] scheinen mir durchaus im Formalen stecken geblieben zu sein. Der vor-
liegende Versuch geht von der Auffassung aus, dafl die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Na-
turwissenschaft gleicher Art wie die Geometrie oder die theoretische Mechanik ist. Sie hat das
Ziel, die Zusammenhinge und Abhingigkeiten bestimmter, beobachtbarer Erscheinungen wie-
derzugeben, nicht als getreues Abbild der Auflenwelt, sondern als deren Abstraktion und Idea-
lisierung. Sie mufd dabei von logisch eindeutigen Begriffskonstruktionen ausgehen, bei deren
Aufbau die Riicksicht auf das darzustellende Objekt der AuSenwelt mafigebend ist.

7 Vel. [Hil71, S. 47]
8 zitiert nach [vM19, S. 378]



Eine solche ,,eindeutige” Konstruktion legt er dann fiir seinen zentralen Begriff Kollektiv vor. Ich m6chte
die entsprechenden Definitionen hier nicht zitieren, weil sie ein wenig technisch sind, sondern Thnen statt
dessen mit eigenen Worten zu n agen versuchen, worum es geht.

vON MIsEs geht aus von unendlichen Folgen gedachter Dinge und stellt sich vor, daf$ jedem dieser Din-
ge genau eines von endlich vielen Merkmalen zukommt. Wenn auch Sie sich dabei etwas vorstellen wollen,
dann denken Sie am besten an eine unendliche Folge von Wiirfen eines Wiirfels. Jedem solchen Wurf kommt
dann genau ein Merkmal, ndmlich die erzielte Augenzahl zu. Weiter verlangt voN MIsEs, daf$ nicht allen ge-
dachten Dingen — oder allen bis auf endlich viele Ausnahmen — dasselbe Merkmal zukommen soll; d.h. in
unserem Beispiel, dafd nicht von einer bestimmten Stelle an nur noch das Ergebnis ,, Augenzahl = 4 auftre-
ten soll. Das klingt plausibel, weil wir einen solchen Wiirfel vermutlich schon lange, bevor wir mit ihm im
Unendlichen angekommen sind, einfach als untauglich weglegen wiirden. Und schliefSlich nennt von Mises
eine solche Folge ein Kollektiv, wenn sie zwei Axiome erfiillt, die er kurz ,,I Existenz der Grenzwerte® und
»11 Regellosigkeit der Zuordnung® nennt. Das erste Axiom will ich hier nicht naher erldutern. Es soll im we-
sentlichen sicherstellen, daf3 die oben erwidhnte Briicke zwischen Theorie und Praxis im Sinne BERNOULLIS
geschlagen werden, also das Gesetz der Groflen Zahlen bewiesen werden kann.

Fiir unser Thema viel interessanter ist die zweite Forderung. Sie besagt im Kern das folgende: wenn wir
aus der gedachten urspriinglichen Folge nach einer zuldssigen Vorschrift Teil- oder Auswahlfolgen bilden,
dann sollen diese Teilfolgen die gleichen Eigenschaften haben, wie die urspriingliche Folge: die ,,Existenz der
Grenzwerte® soll weiter gelten, und die neuen Grenzwerte sollen mit den alten in bestimmten Verhaltnissen
stehen. Und nun in seinen eigenen Worten:

Wir bezeichnen jede solche Auswahl, die ohne Beniitzng der Merkmalunterschiede der auszu-
wihlenden Elemente eine unendliche Teilfolge erzeugt, als eine ,,zuldssige Auswahl. Die Forde-
rung II besagt dann, daf$ durch eine ,,zuldssige Auswahl” die Verhiltnisse der Grenzwerte nicht
verdndert werden.

Eine den Forderungen I und II geniigende Zuordnung zwischen den Elementen einer unend-
lichen Folge (den Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe) und den Punkten des k-dimensionalen
Raumes nennen wie eine zufallsartige. Wir konnen daher auch sagen: Ein Kollektiv ist eine un-
endliche Folge von Elementen mit zufallsartiger Zuordnung von Merkmalen an die einzelnen Ele-
mente.

Da ist er also endlich, der nicht einfach vorausgesetzte, sonder definierte Zufallsbegriff. In salopper
Sprechweise wiederholt, heif3t eine Folge nach von Mises zufllig, wenn sie jeden zuldssigen Auswahltest
besteht. Hinter diesem Zufallsbegriff steckt ein wirklich grundsatzlich neuer Gedanke, der namlich, nicht
mehr sagen zu wollen, wann ein einzelnes Ereignis zufallig ist’, sondern wann eine ganze unendliche Folge
von Ereignissen als zufallig angesehen werden soll. Diese neue Wendung des Problems hat Auswirkungen
bis in die Gegenwart. Im Rahmen der sogenannten algorithmischen Komplexititstheorie bilden eine Rei-
he von im Detail raffinierten und technisch aufwendigen Verbesserungen der von Misesschen Idee einen
wichtigen Gegenstand mathematischer Forschung.'® Dafd es zu diesen Forschungen kam, ist dabei nicht nur
der Mathematikergewohnheit zu verdanken, alles zu verallgemeinern, sondern es hat einen systematischen
Grund. Im Jahre 1939 hat J. ViLLE'" nachgewiesen, daf} es Folgen gibt, die zwar der voN Misgsschen De-
finition geniigen, aber gleichzeitig ein anerkannntes Gesetz der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht erfiillen.
Damit war gezeigt, dafl der zur Debatte stehende Vorschlag zwar nicht im Ansatz verfehlt, aber in einem

® genauer: zufillig erzeugt ist
'° Namen, die hier zu nennen wiren, sind C.P. SCHNORR, P. MARTIN-LOF, G.J. CHAITIN und viele andere. Eine anspruchsvolle
Monographie zu diesem Forschungsfeld haben kiirzlich MiNG L1 und PAUL VITANYI vorgelegt: [LV93].
1 Vgl [Vil39]



tiir die damaligen und heutigen Wahrscheinlichkeitstheoretiker prizisen Sinn unangemessen war. Er mufte
einfach verbessert werden!

Was aber Mathematiker eine ,Verbesserung® nennen, ist in den Augen grundlagenorientierter Philoso-
phen zuweilen durchaus eine ,Verschlimmbeserung® Die formal-axiomatisch eingestellte Mathematik der
Gegenwart findet nichts auszusetzen an dem ersten voN Misesschen Axiom, das von einer unendlichen Fol-
ge mit bestimmten Konvergenzeigenschaften ausgeht. Der grundlagenorientierte Philosoph fragt sich aber,
was es denn heiflen konne, eine solche Folge sei ,,gegeben”. Fiir ihn ist eine Folge gegeben, wenn er ein Ver-
fahren kennt, diese Folge Glied fiir Glied auch zu Papier zu bringen. Diese Forderung nach der Existenz
eines Verfahren laf3t sich haufig sehr leicht erfiillen. Wer etwa die Folge aller ungeraden natiirlichen Zahlen
angeben soll, der wird sagen: ,Beginne mit 1; und wenn du irgendeine ungerade Zahl erzeugt hast, dann
addiere 2, um die néchste zu erhalten®. Genau diese Moglichkeit, sich eine Folge zu verschaffen, scheidet
aber bei en Kollektiven des Herrn voN MISES aus: eine so gegebene Folge wire nicht mehr zufillig, weil es ja
ein Bildungsgesetz gibt.

Wenn wir aber den anderen Weg gehen, und uns die Folge nicht durch eine mathematische, sondern
durch eine technische Vorschrift verschaffen wollen — wenn wir also die Folge etwa mit einem Wiirfel er-
zeugen — ja, dann werden wir nie fertig! Wir werden nie soweit kommen, auch nur die erste Forderung zu
tiberpriifen, die voN Misks an ein Kollektiv stellt. Davon abgesehen: auch die zweite Forderung konnen wir
in keinem konkreten Fall iiberpriifen, weil es leider unendlich viele Arten gibt, zulassige Teilfolgen zu bilden.

Kurzum: Der Begrift der Zufillikeit, wie ihn von Mises vorschlégt, erlaubt uns in keinem konkreten
Fall zu sagen: ,,Jawohl, diese Folge hier ist definitiv zufdllig“. Nur das Gegenteil 143t sich manchmal definitiv
zeigen."?

Es mogen Uberlegungen dieser Art gewesen sein, die PAUL LORENZEN dazu veranlafit haben, sich der
Frage nach dem Zufall durch eine Riickbesinnung auf die schon einleitend angesprochenen Zufallsgenera-
toren zu nahern. Dabei hat er nun nicht — dem Beispiel der Tradition folgend — einfach gesagt: ,,Zufalls-
genaratoren sind: Wiirfel, Roulette, Urne mit Kugeln etc., kurz: alle guten Gliicksspielgerite., sondern er hat
heute'® so genannte Gerdtefunktonsnormen angegeben. Genauer hat er folgendes gesagt:'*

Ein Gerét heifSe ein ,,Zufallsgenerator®, wenn es den folgenden Forderungen gentigt:

(1) Eindeutigkeit: Jede Benutzung des Gerites (jeder ,Versuch®) ergibt als Resultat genau eine
von endlich vielen Aussageformen £, ..., £, (,Elementarereignisse®).

(2) Ununterscheidbarkeit: Mit keinem Kausalwissen 1df3t sich ein Grund angeben, der eines
der Resultate Fy, ..., I/, vor einem anderen auszeichnet.

0(3) Wiederholbarkeit: Nach jedem Versuch ist das Gerdt wieder im selben Zustand wie vor
dem Versuch.

Zur Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie nehmen wir das (historische) Faktum hinzu,
dafl in unserer Kultur ,technisch gute® Zufallsgeneratoren hergestellt werden. Es gibt keine
»vollkommenen® Zufallsgeneratoren, aber hinreichend gute Realisierungen der idealen Nor-
men der Eindeutigkeit, Ununterscheidbarkeit und Wiederholbarkeit.

Und LorReNZEN merkt noch an, dafy wir tiber die mit einem Zufallsgenerator erzeugte Aussage E,,(zo)

'? Derselbe Einwand trifft im tibrigen auch alle Zufallsbegriffe, die im Rahmen der erwihnten Komplexititstheorie entstanden
sind.

'* seit der Wortpragung durch PETER JANICH

1 Vgl. [u0S75, S. 245]



mehr wissen, ,,als daf3 [sie] kontingent ist. Es sei vorgeschlagen, die Aussagen E(z) ,total-kontingent™ oder
kiirzer ,,zuféllig” zu nennen.”

Damit haben wir einen weiteren Kandidaten auf der Suche nach einem zufriedenstellenden Zufallsbe-
griff: Zufillig heifst ein Ereignis, wenn es zufillig erzeugt ist; und dies wiederum heif3t: wenn es mit einem
Zufallsgenerator in Sinne von PAUL LORENZEN erzeugt ist. Natiirlich stellt sich sofort die Frage, ob die Ein-
winde, die sich gegen den Vorschlag von voN Misgs ergeben haben, hier iiberwunden sind. Und auf den
ersten Blick scheint es auch so. Von einer prinzipiell nicht iiberpriiufbaren Konvergenzbedingung ist keine
Rede. Die zweite Forderung Lorenzens aber, die Ununterscheidbarkeit, sollte uns stutzig machen. Es ist da
davon die Rede, daf$ es ,,mit keinem Kausalwisse® mdglich sein soll, ein Ergebnis vor einem anderen auszu-
zeichnen.

Auf den zweiten Blick ist diese Forderung zwar immer noch plausibel, sie hat aber doch zwei kleine
Schonheitsfehler. Zum einen ist es so, daf3 sich unser Kausalwissen im Laufe der (Kultur-)geschichte stindig
erweitert hat und es keinen Grund zu der Annahme gibt, daf in diesem Prozef§ ein Ende erreicht sei. Das
hat zur Folge, daf} ein auf das Kausalwissen gestiitzter Begriff ein historisch verdnderlicher Begriff ist. Und
dies wiederum heifSt: Mit einer nach LORENZENS Vorschlag aufgebauten Wahrscheinlichkeitstheorie laufen
wir Gefahr, daf$ einige der Ergebnisse dieser Theorie selbst historisch verdnderlich werden. Mit der viel-
gepriesenen ,,ewigen Wahrheit mathematischer Erkenntnisse® wire also in der Wahrscheinlichkeitstheorie
moglicherweise Schlufl. Daf dieser Einwand letztlich nur das Problem der Realisierung von Zufallsgenera-
toren beriihrt, nicht aber die Ergebnisse der auf die obige Definition gestiitzten Wahrscheinlichkeitstheorie,
kann an dieser Stelle nur angemerkt werden.

Der zweite Schonheitsfehler ist allerdings noch gewichtiger. Er besteht darin, daf§ LORENZEN iiberhaupt
auf Kausalwissen bezug nimmt. Das ist etwas der Mathematik als Formalwissenschaft ganz und gar Fremdes.
Sie war gewohnt, sich ihre Gegenstinde immer selbst zu erzeugen. Das gilt fiir die natiirlichen Zahlen, von
denen RicHARD DEDEKIND sagte, sie seien ,,freie Schopfungen des menschlichen Geistes“ (Ich bemerke in
Klammern, daf8 sich der Standpunkt LEoroLD KRONECKERS: ,,Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott
gemacht, alles andere ist Menschenwerk® in dieser Frage nicht durchgesetzt hat.), und es gilt, wie LORENZEN
in seinen Werken zu den Grundlagen der Mathematik selbst gezeigt hat, fiir praktisch die gesamte hohere
Mathematik.'?

Nun muf$ man einraumen, dafl dies vielleicht der Preis ist, den man dafiir zu zahlen hat, daff man den
Zufall gewissermafien ,,mathematisch bandigen” will. Gewicht bekommt der ganze Einwand also erst, wenn
man eine Alternative angibt, die das Positive des fraglichen Vorschlags wahrt und seine Nachteile zugleich
tiberwindet.

5 Chaos, Mathematik und Zufall

Die fragliche Alternative beruht auf einer innermathematischen Entwicklung, fiir die es — wie man hin-
terher bemerkte — frithe Vorldufer gab, die aber Beachtung erst seit den friithen Siebziger Jahren fand. Jim
YORKE, ein Angewandter Mathematiker der University of Maryland publizierte 1975 (zusammen mit T. L1)
im American Mathematical Monthly einen kleinen Aufsatz mit dem Titel Period three implies chaos. Das
erwiahne ich hier, weil es nach meiner Kenntnis die Stelle ist, an der dieses neue Forschungsgebiet seinen
Namen erhielt. Zwar versteht man unter Chaos in der Mathematik nicht mehr genau das, was YORKE vor
nunmehr zwanzig Jahren damit meinte — der Begriff wird mittlerweile etwas scharfer gefaf3t — aber man

'* Die Einschrankung ,praktisch” bezieht sich darauf, daff es in der modernen Mathematik Bereiche gibt, die sich einem kon-
struktiven Zugang entziehen, in denen also eher fingiert als konstruiert wird.



war auf ein weitreichendes Phinomen gestoflen: eben das mathematische Chaos.*

Was man darunter versteht, 1a3t sich am besten an einem einfachen Beispiel demonstrieren. Wir be-
trachten die Vorschrift: ,Nimm irgend eine relle Zahl und verdopple sie!“ Mathematiker schreiben dafiir
kurz © — 2z oder noch schlichter f(x) = 2. Das ist eine sehr einfache und sehr ,,anstdndige“ Funktion
oder Abbildung. Sie ist integrierbar, stetig, differenzierbar, sie hat einen sehr einfachen Graphen, ndmlich
eine Gerade, und man kann sie fiir jedes = sehr leicht ausrechnen.

Nun wollen wir fiir ein bestimmtes xz, das wir als ,,Startwert wahlen und das wir deshalb z, nennen,
die Vorschrift anwenden und des Ergebnis z; nennen. Dann besteht die Gleichung x; = 2z, . Auf das so
erhaltene x; wenden wir nun erneut unsere Vorschrift an und nennen das Ergebnis x5 . Das ergibt die Glei-
chung 5 = 2z, . Und in dieser Weise fahren wir fort: jedesmal, wenn wir irgendein z,, erhalten haben,
wenden wir unsere Vorschrift darauf an und erhalten ein neues x,, ;1 mit der Gleichung x,,;; = 2z,, . Ma-
thematiker nennen so eine Vorschrift eine Iteration. Schauen wir uns an, was dabei passieren kann, wenn wir
diese Iteration mit einem neuen, vom ersten etwas verschiedenen Startwert y, wiederholen. Das Ergebnis ist
von beinahe enttduschender Schlichtheit: In jedem Iterationsschritt wir der z— bzw y—Wert verdoppelt, und
auch der urspriingliche Abstand zwischen z, und y, verdoppelt sich mit jedem Schritt. Wir kdnnen also z.B.
getrost behaupten, daf$ der Abstand zwischen zwei Startwerten, der am Anfang 1 war (wenn wir etwa xy = 3
und yo = 4 gewihlt haben), nach 10 Iterationsschritten 1024 sein wird. Nichts daran ist iiberraschend, wir
konnen unseren Iterationsprozefl prognostisch iiberschauen; d.h. wir kdnnen, wenn wir nur den Startwert
kennen, ohne Kenntnis der Zwischenschritte, gewissermafien ,,auf Anhieb“ sagen, welcher Wert sich nach
15 Iterationsschritten ergeben wird.

Vielleicht sagen Sie sich jetzt: ,Was soll denn das? Da verspricht einer, vom Chaos zu reden, und dann
kommt er mit vollig reguldren, vorhersehbaren Rechnereien daher!“ Nun: ich bin gerade dabei, die Kurve
zu nehmen. Stellen Sie sich jemanden vor, den es stort, dafy die Zahlen bei unserer Iteration immer grof3er
werden — wenn wir nicht gerade mit zy = 0 begonnen haben. Er erganzt also unsere Vorschrift folgender-
maflen:

Der Startwert soll echt zwischen Null und Eins liegen, und jedesmal, wenn die Iterationsvor-
schrift einen Wert ergibt, der grofier ist als Eins, dann wird einfach 1 abgezogen.

Das sieht alles ebenfalls sehr einfach aus. Mathematiker schreiben fiir die gednderte Vorschrift iibli-
cherweise
O<ag <1

Tpi1 = 22, mod 1.

Und nun stellen wir erneut die Frage nach der Méglichkeit, vorherzusagen, wie sich zwei zundchst nahe be-
sammen liegenden Startwerte im Laufe der Iteration voneinander entfernen. Ich habe als Beispiel fiir meinen
Taschenrechner die Werte zp = 0,323 und y, = 0, 324 gewihlt und folgendes festgestellt: Nach zehn Ite-
rationsschritten hat sich der urspriingliche Abstand von einem Tausendstel auf 21 Tausendstel vergrof3ert,
nach weiteren fiinf Schritten aber plotzlich auf den Wert 0,768; und nach wiederum zwei Schritten ist der
neue Wert nur noch 0,072, also ein knappes Zehntel des vorher genannten.

Es sieht bei diesem Beispiel also ganz schlecht aus mit der Vorhersage, wie sich zwei urspriinglich eng
benachbarte Werte voneinander entfernen und wieder annihern. Wenn wir es dennoch wissen wollen, dann
hilft nur eins: alle Iterationsschritte schon der Reihe nach ausrechnen. Fiir diesen Sachverhalt konnen wir

'¢ Einer der Pioniere dieser Forschungsrichtung, DaviD RUELLE, hat dariiber ein populdres Biichlein geschrieben, das weitge-
hend ohne technischen Apparat auskommt und dennoch sehr informativ ist: [Rue92].
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— nach einem Vorschlag von RupoLr KOTTER — sagen, die Folge der iterierten Werte ist ,,minimal pro-
gnostizierbar.“ In der Sprache der Chaos-Theoretiker liegt das daran, dafl unser Iterationsverfahren eine
sogenannte ,empfindliche Abhédngigkeit von den Anfangsbedingungen® besitzt, oder, wie man auch sagt: es
gilt hier nur

das schwache Kausalitatsprinzip: gleiche Startwerte produzieren gleiche Folgewerte.
Aber es gilt nicht
das starke Kausalitdtsprinzip: dhnliche Startwerte produzieren dhnliche Folgewerte.

Dies, zusammen mit ein paar weiteren Eigenschaften unserer Zuordnungsvorschrift, auf die ich hier nicht
eingehen will, sichert, daf} sie im Jargon der Mathematiker ein chaotisches System darstellt, genauer ein
System mit deterministischem Chaos, weil ja jeder Wert nach einer strengen, ,deterministischen” Vorschrift
aus seinem Vorginger berechnet wird.

Was haben wir nun mit diesem einfachsten aller chaotischen Systeme gewonnen? Zunéchst kann bei
ihm keine Rede davon sein, daf$ die minimale Prognostizierbarkeit auf einem fehlenden Kausalwissen be-
ruhe. Im Gegenteil: alles, was man braucht, um die Folge zu berechnen, ist ein Startwert und die obige Vor-
schrift. Trotzdem kénnen wir nicht sagen, wie der Wert nach — sagen wir — dem tausendsten Iterations-
schritt aussieht, wenn wir nicht alle davorliegenden Werte kennen.

Die Idee ist nun, diesen Sachverhalt zu nutzen, um unser einfaches chaotisches System zu einem Zufalls-
generator auszubauen. Das hat den Vorteil, dafl wir dazu nicht auf empirisches Kausalwissen zuriickgreifen
miissen. Wenn es gelingt, dann haben wir den Zufall tatsiachlich ,,in die Mathematik hereingeholt. Zufil-
lig ist ein Ereignis demnach, wenn es von einem Zufallsgenerator erzeugt wird, der auf einem chaotischen
System beruht.

Es ist eine methodische Pointe, nach dieser Kldrung zu sagen, dafl wir reale Zufallsgeneratoren, wie
etwa den Wiirfel, auf dieser Basis erst dann als guten Zufallsgenerator ansehen diirfen, wenn es gelingt, fiir
seine Benutzung ein mathematisches Modell anzugeben, das ebenfalls auf einem chaotischen System beruht.
Das Prinzip des fairen Spiels, von dem am Anfang die Rede war, heif3t in der neuen Sprache: Benutze Zu-
fallsgeneratoren nur dann, wenn sie diese Bedingung erfiillen. Es spricht einiges dafiir, daf3 die éiblicherweise
benutzten Gliicksspielgerite sich auf diese Weise in die Form mathematischer Modelle von chaotischen Sy-
stemen bringen lassen.

Leider ist die mathematische Chaosforschung noch nicht soweit, dafl man fiir ein beliebiges (in Form
von Gleichungen) vorgelegtes System auf einfache Weise entscheiden kann, ob es chaotisch ist oder nicht.
Aber das ist nicht der springende Punkt. Wichtig ist, dafy man einige solche Systeme kennt, denn das geniigt,
um auf diese Weise einen ,,innermathematischen® Zufallsbegriff zu etablieren.

Wenn Sie mich also jetzt am Ende meiner Schilderungen fragen: ,Wie kommt denn nun der Zufall in
die Mathematik?“, dann zeige ich auf einen Zufallsgenerator, der auf einem chaotischen System beruht, und
antworte:

»So kommt der Zufall in die Mathematik!“
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